V-57 (50 min) 8-julio-2019 Término frontera (2)
Resumen (sin mucho detalle) de Miguel Cafiizares Accion de Gibbons-Hawking-York

Recordemos la Accién de Einstein-Hilbert: Spylg] = [d*x/—g -R
Para aplicar un principio de minima accion calculamos su variacidn, al variar la métrica g, para igualarla a cero:

(IV) e resumen v-54: 6S[g] = [ d*x /=g 59 | Rup —359as | + [d*x-9,(/=g -J*)=0

. L . R
El primer término se hace cero si R,z — 29ap = 0

(ecuacion de campo de Einstein en ausencia de masa en el espacio
tiempo M)

Hipersuperficie M

Espacio-Tiempo M
S T 3D

coordenadas X* coordenadas p*

El segundo término [ d*x - @ ,1(,/— g - ]’1) vamos a ver que esta
relacionado con la frontera M de dicho espacio-tiempo.

métrica g
métrica inducida /i

Ese segundo término, en principio, es una integral extendida al Hipervolumen 4D de la divergencia de un vector,
siendo d*x,/—g un diferencial de hipervolumen, pues para que sea invariante, segn se justifica en el video 58,

hay que multiplicar por ,/—g :

Jd4x-al(ﬁ-1’1)=Jd4xﬁ-a,1]’1=Jd4xﬁ-V,1]’1
M M M

Podemos considerar el teorema de la divergencia en un espacio-tiempo 4D: “La integral de la divergencia de un
vector, extendida a un “hipervolumen 4D es igual a la integral del vector, extendida a la “hipersuperficie 3D”
que limita a dicho hipervolumen”.

Cualquier elemento de hipersuperficie es: dr=Ads=17 d3p+/|h| , pues para que sea invariante hay que

multiplicar por la raiz del valor absoluto de la métrica +/|h| , que en este caso es la inducida en la hipersuperficie.
Aplicamos el teorema de la divergencia:

(se hace el producto escalar n, J* ) : fMd‘*x-al(,/—g -]’1) = féM az, - Jt = féM d3p /|hl n, J#

Hemos comprobado que el segundo término de la variacion de la accidn esta relacionado con la frontera. Ahora,
teniendo en cuenta que J* = g*/ ((ST a“ﬁ) — g (61}%{) y hallando las variaciones de los Christoffel, tras una larga

deduccidn, se llega a otra expresion de dicho segundo término:

Ja*x-0,(/~g ‘) =— Jom d’p \/m h*fn* 0,(8g4p) (D

Queda una integral extendida sobre la frontera dM y sabemos que la métrica g,p no varfa en dicha frontera. No
obstante puede variar hacia dentro o hacia afuera, por lo que la derivada parcial (en todas direcciones) d,(89qp)
no podemos afirmar que sea nula. Lo serfa si hubiera un proyector que proyectara esa derivada sobre la
hipersuperficie, pero eso no lo hace h“# |, pues ninguno de sus indices coincide con el de la derivada .

Gibbons, Hawking v York propusieron aiiadier un término S;yy a la accion Sgy_de Einstein-Hilbert con
objeto de que su variacion anule al término frontera (I).

La accién de Einstein-Hilbert era:  Sgy[g] = | u d*x.\/lg|-R
Es una integral extendida al hipervolumen M de la curvatura escalar R, con la métrica g del interior.

La parte de accion anadida es: Scuvlgl =2 faM d®p \/|h|-K 11
Es una integral extendida a la hipersuperficie frontera dM de su curvatura extrinseca K, con la métrica k inducida

Es funcional de la métrica g, pues si varia ésta varia la inducida k en la hipersuperficie y también su curvatura
extrinseca K.

En el video se hace una larga demostracion de la variacion 6Sgyy[g] y se llega a:

6Seuylgl = + féM d3p \/|h| h*FnH 0,(894p) que anulara al término (T) de la variacion de la Accién EH



Recapitulacion:

Consideraremos la Accién de Einstein-Hilbert-Gibbons-Hawking-York:

Seneuylgl = [,d*x\/lg|-R + 2 [, d°p |/|h|-K  (11])

Al introducir el término GHY, la variacién de la Accién completa al variar la métrica g, puesto que se anula el
término de frontera, quedara:

R
OSgncuylgl = [, d*x\[—g 59" [Ra[z - Egaﬂ] (IV)

Por lo tanto, al aplicar el principio de minima accidn, obligando a que esa variacion sea nula, se tiene que cumplir
lo que se conoce como ecuacién de campo de Einstein, en ausencia de masa:

R
Raﬂ _Ega[i’ =0 V)



